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1 はじめに
システム同定やエコーキャンセリングなどの音響信
号処理において，適応フィルタは重要な役割を果たし
ている．適応アルゴリズムの一つである Normalized

Least Mean Squares法（NLMS）はステップサイズの
設定が容易であり，広く用いられている．また，NLMS

を含む様々な適応アルゴリズムを一般化したVariable-

metric Adaptive Projected Subgradient Method（V-

APSM）[1]が提案されている．V-APSMでは，計量
行列を通じてパラメータ空間の幾何構造を適応的に
更新することで，収束性能の向上を実現する．前回，
我々は観測信号の周波数特性に基づいた計量行列の
設計手法を提案し，NLMSよりも収束が早いことを
実験的に確認した [2]．しかし，この手法による計量
行列の設計は経験的なものであった．本稿では，深層
学習で用いられる適応学習率アルゴリズムを計量行
列の設計に導入し，収束性能を検証する．適応学習率
アルゴリズムの前処理行列がV-APSMにおける計量
行列として解釈できることを明らかにし，理論的背景
に基づいた計量行列の構成を可能にする．

2 V-APSM

t ∈ N反復目において，計量行列と呼ばれる正定値
対称行列 Qt ∈ RN×N を用いて計量内積 ⟨a,b⟩Qt =

aTQtb (a,b ∈ RN )を定義する．V-APSMは，計量
内積に関する劣勾配射影を用いた適応アルゴリズム
である．具体的には，初期点w1 ∈ RN から更新式

wt+1 = Tt

(
wt − λt

ft(wt)

gT
t Q

−1
t gt

Q−1
t gt

)
によって，t反復目での目的関数 ftを最小化する．ここ
で，ft : RN → [0,∞)は連続な凸関数，Tt : RN → RN

は解に関する先験情報を反映するための強アトラク
ト写像，gt ∈ RN は ftの劣勾配，λt ∈ (0, 2)はステッ
プサイズ，(·)T は転置である．ただし，ft = 0では
wt+1 = Tt(wt)と定義する．V-APSMでは，Qtを通
じて幾何構造を適応的に変化させることで，収束性
能を改善できる．V-APSMを適応フィルタに用いる
場合，ftは観測信号 xt ∈ RN に対する適応フィルタ
の出力信号wT

t xt と所望信号 dt ∈ Rの誤差を評価す
る．特に，ft = |dt −wT

t xt|，T = Id，Qt = Iとし
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た場合，V-APSMはNLMSと一致する．ここで，Id
は恒等写像，Iは単位行列である．

3 適応学習率アルゴリズム
深層学習では，目的関数を最小化するように高次元

のパラメータを最適化するが，次元ごとに適切な学
習率が大きく異なる．この課題を解決するために，適
応的な学習率を用いた勾配降下法が提案されている．
この更新式は

wt+1 = wt − αV−1
t gt (1)

と定式化でき，前処理行列Vt ∈ RN×N によって gt

が適応的に補正される．ここで，α > 0は大域的な
学習率である．Vtを更新するための様々な適応学習
率アルゴリズムが提案されているが，多くの手法は
Adagrad [3]に基づいている．
Adagradはオンライン勾配降下法の収束性能を改

善するために提案され，前処理行列を

Gt = Gt−1 + gtg
T
t , Vt =

√
Gt + ϵI

により更新する．ここで，ϵは数値安定性のための定
数であり，初期値G0 は零行列に設定される．
Adagradの派生手法であるAdam [4]は深層学習に

おいて標準的に用いられている．Adamでは，更新
に伴い学習率が減少し続けるという Adagradの問題
に対処するために，gtg

T
t の累積でなく指数移動平均

（EMA）を用いる．また，計算量削減のために gtg
T
t

の対角成分のみを用いる．具体的には，前処理行列を

rt = (1− ρ)rt−1 + ρ diag(gtg
T
t ) (2)

r
(corr)
t =

rt
1− (1− ρ)t

(3)

Vt =

√
diag

(
r
(corr)
t

)
+ ϵI

により更新する．ここで，ρ は EMA の減衰率であ
り，初期値 r0は零ベクトルに設定される．行列に対
する diag(·)は対角成分を抽出し，ベクトルに対する
diag(·)はその要素を対角成分とする対角行列を構成
する．また，式 (3)は EMAの更新初期に生じるバイ
アスを補正する役割を持つ．Adamでは，各次元の勾
配の大きさに応じて学習率を調整することで，パラ
メータ更新の振動や停滞が抑制される．
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4 周波数領域Adamの提案
式 (2)から，Adamでは t反復目における劣勾配の
自己相関行列の EMAによる推定値

Rt = (1− ρ)Rt−1 + ρgtg
T
t

を対角行列と仮定している．よって，AdamのVtで
はRtの非対角成分に現れる次元間の相関を反映した
Qt を構成できない．
そこで，時間的に隣接する次元間の相関を考慮可能
にしたAdamの派生手法を提案し，これを SpecAdam

と呼ぶ．SpecAdamでは t反復目の前処理行列を

r̂t = (1− ρ)r̂t−1 + ρ|Fgt|2

r̂
(corr)
t =

r̂t
1− (1− ρ)t

Vt = F−1

√
diag

(
r̂
(corr)
t

)
F+ ϵI

と定義する．ここで，|·|は要素ごとの絶対値，(·)Hは複
素共役転置，Fは離散フーリエ変換行列であり，F−1 =

FH が成り立つ．また，式 (1)に含まれる V−1
t gt は

Fgtを
√
r̂
(corr)
t + ϵで要素ごとに除算し，逆フーリエ

変換することで効率的に計算できる．
SpecAdamの導出は，次元間の相関の考慮と計算
効率を両立させるための近似に基づく．一般に，次
元間の相関を考慮するにはRtを密行列で扱う必要が
あるが，これは逆行列演算に伴う計算量が膨大とな
り現実的でない．そこで，Rtを巡回行列と仮定する
ことで，次元間の相関を十分保持しつつ，フーリエ変
換による対角化によって効率的な計算を可能にする．
この仮定により，Rt と R̂t = diag(r̂t)には

FRtF
−1 = F

(
(1− ρ)Rt−1 + ρgtg

T
t

)
FH

= (1− ρ)FRt−1F
H + ρFgt(Fgt)

H

≈ (1− ρ)R̂t−1 + ρ diag(|Fgt|2) = R̂t

という関係が成り立つ．ただし，Fgt(Fgt)
H は対角

行列ではないため，その非対角成分を棄却する近似を
行う．この関係から，R̂t はRt を周波数領域で近似
していると解釈できる．また，r̂t を Adamと同様に
バイアス補正と平方根の計算を適用し，時間領域に戻
すことで SpecAdamが導出できる．

5 V-APSMへの適応学習率の導入
適応学習率アルゴリズムのVtは，パラメータ空間
を幾何学的に変化させるという点で，V-APSMのQt

と同様の役割を持つ．そこで，Adamと SpecAdamの
VtをQtとして用いたV-APSMを提案し，これらを
それぞれ Adam-APSM，SpecAdam-APSMと呼ぶ．
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図–1 反復回数に対するインパルス応答の相対誤差の推移．

Adam-APSM と SpecAdam-APSM によるインパ
ルス応答推定性能を従来手法である NLMSと比較し
た．また，V-APSMと適応学習率アルゴリズムの別
の組み合わせ方として，NLMSの更新を式 (1)の gt

として導入したAdam（NLMS-Adam）と SpecAdam

（NLMS-SpecAdam）も比較した．入力音声およびイ
ンパルス応答は，文献 [2]と同一の条件とした．パラ
メータは λ = 1，ϵ = 10−8，ρ ∈ {10−3, 10−4, 10−5}
とした．また，ft = |dt −wT

t xt|，Tt = Idとした．
図–1 にインパルス応答の相対誤差の推移を示す．

Adam-APSM は適切な ρ の調整によって NLMS を
わずかに上回る性能を発揮した．SpecAdam-APSM

はすべての ρ で Adam-APSM よりも優れた収束性
能を示すことが確認された．この結果から，Qtの設
計では劣勾配の次元間の相関を考慮することが重要
であると示唆された．また，NLMS-AdamとNLMS-

SpecAdamはすべての ρで誤差が増加していた．こ
の結果から，V-APSMと適応学習率アルゴリズムを
効果的に統合するためには，V-APSMに Qt として
Vt を導入する必要がある．

6 むすび
本稿では，次元間の相関を考慮可能な Adamの派

生手法を導出し，適応学習率アルゴリズムの前処理行
列を計量行列に用いたV-APSMを提案した．実験結
果から，本手法の有効性と SpecAdamの優れた収束
性能を示した．今後は，SpecAdamのフーリエ変換
を一般の直交行列に拡張し，計算効率の向上を図る．
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