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1 まえがき
包絡線検出などに用いられる Hilbert 変換器は，

FIR フィルタや IIR フィルタを用いて近似される [1–

3]．特に，リアルタイムに Hilbert変換を行う際には，
フィルタ次数を抑えられる IIR フィルタで近似する
手法が有効である．一般に，フィルタの極零を回転す
ると，周波数特性がシフトする．本稿では，既存の
IIR ハーフバンドローパスフィルタの極零を回転して
Hilbert 変換器を設計し，その性能評価を行った．

2 解析信号と Hilbert 変換
F を Fourier 変換とすると，実信号 s(t)の周波数
領域表現 S(f)は S(f) = F [s(t)] と表され，

sa(t) = F−1[S(f) + sgn(f)S(f)] (1)

を解析信号と呼ぶ．ただし，sgn(·)は符号関数である．
解析信号は，信号の位相を 90◦ ずらす線形変換であ
る Hilbert 変換によって得ることができる．信号 s(t)

を Hilbert 変換して得られる信号 ŝ(t)は，

ŝ(t) = H[s(t)] =
1

π
−
∫ ∞

−∞

s(τ)

τ − t
dτ (2)

で表される．ただし，Hは Hilbert変換を，−
∫
f(x) dx

は f(x)の主値積分を表す．解析信号の実部信号と虚
部信号の位相差は 90◦であることが知られている．こ
れより，解析信号は ŝ(t)と虚数単位 j を用いて

sa(t) = s(t) + jŝ(t) (3)

と表すことができる．

3 IIR Hilbert 変換器の設計
サンプリング周波数を fs [Hz]，ナイキスト周波数
を fN [Hz] とすると，理想的な離散 Hilbert 変換HI

は，ゲイン GI(f) [dB]が

GI(f) =

{
0 (0 < f < fN)

−∞ (fN < f < fs)
(4)

で，インパルス応答 h[n]が

h[n] =

 0 (for n even)

2

πt
(for n odd)

(5)
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で表される，無限長のインパルス応答を持つ非因果
的なフィルタである．そのため，理想的な Hilbert 変
換は有限タップ長では実装できない．
本稿では，リアルタイム処理の計算量を抑えること

が求められる場面を想定して，因果的で FIRフィルタ
よりもタップ長を抑えられる IIR フィルタで Hilbert

変換器を近似する．IIR フィルタの極零を複素平面
上で回転させると，フィルタの周波数特性がシフト
する [3]．このことを利用して，遮断周波数が±0.5fN

Hz のローパスフィルタの極零に対して jをかけるこ
とによって，通過帯域が 0 Hz から fN Hz，つまり
Hilbert 変換器のような振幅特性を持つフィルタを設
計する．なお，複素数の極零を回転すると極零の共役
関係が崩れるため，フィルタの係数は複素数となる．
その影響で，フィルタ出力信号の実部と虚部が異なる
位相を持つ．設計したフィルタが Hilbert 変換器をう
まく近似できているのであれば，実部と虚部の位相
差は解析信号と同じ 90◦ に近づく．

4 性能評価
本稿では，Chebyshev フィルタ (I 型と II 型)，

Bessel フィルタ，楕円フィルタの 4種類のハーフバ
ンドローパスフィルタを使って Hilbert 変換器を設計
してその性能を比較した．いずれのフィルタも 10組
の極零ペアで構成した．Chebyshev I 型フィルタと楕
円フィルタの通過帯域のピーク間リップルは 0.1 dB

とした．Chebyshev II型フィルタと Bessel フィルタ，
楕円フィルタの遮断周波数での減衰量は 40 dB とし
た．各種ハーフバンドローパスフィルタの極零を 90◦

回転させたフィルタ（提案フィルタと呼ぶ）の極零配
置と，提案フィルタの複素インパルス応答の実部虚
部それぞれで計算した振幅特性を図–1から図–4に示
す．また，提案フィルタの複素インパルス応答から直
接計算した振幅特性を図–5に，提案フィルタの出力
信号の実部虚部の位相差を図–6に示す．
Chebyshev I型フィルタから作った Hilbert 変換器

は，Bessel フィルタや Chebyshev II型フィルタから
作ったものに比べて Hilbert 変換器の振幅特性をよく
近似できていることが図–5から分かる．しかし，お
よそ 1000 Hz 以下では，今回製作した 4つのフィル
タの中で最も Hilbert 変換器と異なる位相特性を持
つ．これらのことから，1000 Hz 以上の信号に対し
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図–1 90◦ 回転させた ChebyshevI型ローパスフィルタの
極零配置と，フィルタの複素インパルス応答の実部虚部
それぞれから得た振幅特性
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図–2 90◦回転させた ChebyshevII型ローパスフィルタの
極零配置と，フィルタの複素インパルス応答の実部虚部
それぞれから得た振幅特性

て使用するのであれば，Hilbert 変換器として十分役
割を果たすフィルタであると考えられる．
Chebyshev II型フィルタを元とした Hilbert 変換
器は，1000 Hz 以下で振幅を減衰させるハイパスフィ
ルタのような振幅特性を持っている．また，周波数
が上がるにつれて実部虚部の位相差が 90◦ に漸近し，
およそ 100 Hz 以降で平坦である．Hilbert 変換器と
は違う振る舞いを見せている帯域では振幅がカット
されるため，通過する帯域の信号は Hilbert 変換器と
同様の効果を受けられると考えられる．
Bessel フィルタを元とした Hilbert 変換器は全帯
域に渡って平坦ではない振幅特性を持っている．しか
し，位相差は 1000 Hz 以上で 90◦ で平坦となってい
るため，振幅特性を改善する補正フィルタを適用する
ことで，Hilbert 変換器として活用することが期待で
きる．
楕円フィルタから作成した Hilbert 変換器は，

Chebyshev I 型から作成したものと同様に全周波数
帯域に渡ってゲインが 0 dB である．一方，実部虚部
の位相差は 100 Hz 以上で 90◦ となった．これより，
100 Hz 以上の信号に対して役割を果たすことができ
る IIR Hilbert 変換器であると言える．

5 まとめ
本稿では，既存の 4 種類の IIR ハーフバンドフィ
ルタの極零を回転して Hilbert 変換器を設計し，その
性能を評価した．今後は，これらの Hilbert 変換器の
性能を向上させる技術の検討を進める．

-1 -0.5 0 0.5 1
Re(z)

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Im
(z
)

極-零点プロット

10

Zeros
Poles

bessel

-1 -0.5 0 0.5 1
Re(z)

-1

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

Im
(z
)

極-零点プロット

Zeros
Poles

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

Frequency [Hz]

-80

-60

-40

-20

0

20

G
ai

n
 [

dB
]

Real part
Imag part

-1 -0.5 0 0.5 1
Re(z)

-1

-0.5

0

0.5

1

Im
(z
)

極-零点プロット
Zeros
Poles

-1 -0.5 0 0.5 1
Re(z)

-1

-0.5

0

0.5

1

Im
(z
)

極-零点プロット

10

Zeros
Poles

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

Frequency [Hz]

-80

-60

-40

-20

0

20

G
ai

n
 [

dB
]

Real part
Imag part

図–3 90◦回転させた Bessel ローパスフィルタの極零配置
と，フィルタの複素インパルス応答の実部虚部それぞれ
から得た振幅特性
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図–4 90◦ 回転させた楕円ローパスフィルタの極零配置と，
フィルタの複素インパルス応答の実部虚部それぞれから
得た振幅特性
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図–5 各種提案フィルタの複素インパルス応答から直接計
算した振幅特性
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図–6 各種提案フィルタの複素出力信号の実部成分-虚部成
分間の位相差
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