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1 まえがき
音響信号処理において時間周波数 (T-F)解析は欠
かせない．T-F解析では離散ガボール変換 (DGT)が
広く用いられるが，これにより得られた T-F表現は
窓の影響で広がりを持ち，解析に影響を及ぼす．そこ
で，より明瞭な T-F表現を得るためのスパース T-F

解析が長い間研究されてきた．その中でも，スペクト
ログラムの冗長性を利用し，信号の完全再構成制約の
もとで T-F表現を調節する，最適化に基づく手法が
多数提案されている．ℓ1ノルム最小化 [1]は最も標準
的に用いられる手法であり，各 T-Fビンを独立に圧
縮することでスパースな表現を得る．
一方，現実の音響信号の T-F表現では複数のビン
が関係を持つ．例えば，ピアノのような調波楽器音
の振幅スペクトログラムは低ランク行列で近似しや
すい．また，音響信号は連続的に変化するため振幅
スペクトログラムは滑らかである．さらに，多くの
音響信号は調波構造を持つ．これらの構造は音源分
離や調波打撃音分離などの応用でしばしば利用され
る [2, 3]．そのため，低ランク性や滑らかさなどの特
定の構造を振幅に残しつつ，スパースな T-F表現を
得ることが望ましい．これらの構造を振幅に反映す
るには，一般に非凸最適化問題を解く必要がある．し
かし，非凸最適化は初期値が適切でないと大域的最
適解を得られず，解析の意味では好ましくない．そ
こで本稿では，perspective関数 [4]を用いて振幅にペ
ナルティを課すことのできる凸最適化手法を提案し，
振幅の柔軟な調節が可能な T-F解析を実現する．

2 最適化に基づくT-F解析
T-F解析で用いる変換にはさまざまな種類がある
が，本稿では DGTによる T-F解析のみを扱う．

2.1 ℓ1 ノルム最小化によるスパース T-F表現
音響信号 d ∈ RL の窓w ∈ RL を用いた DGTは

xm,n =

L−1∑
l=0

dl wl−an e
−2πiml/M (1)

で定義される．ただし，i =
√
−1，a ∈ Nは窓のシ

フト幅，N,M ∈ Nはそれぞれ時間フレーム数と周波
数ビン数，n = 0, . . . , N − 1とm = 0, . . . ,M − 1は
それぞれ時間と周波数のインデックスである．また，
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信号長 LはN = L/aとMN > Lを満たすものとす
る．式 (1)は行列Gw ∈ CMN×L を用いて x = Gwd

と表せる．ただし，(Gw)m+nM,l = wl−an e
−2πiml/M

である．GH
wGw が正則であれば，w の標準双対窓

γ⋆ = (GH
wGw)

−1wが存在し，

GH
γ⋆Gw = GH

wGγ⋆ = I (2)

を満たす．ただし，I は単位行列である．
DGT により得られた T-F 表現は窓の影響で広が

りを持ち，解析に影響を及ぼすため，できる限り広が
りのない表現を得るための手法が多数研究されてい
る．その中に，スパース最適化に基づく手法がある．
例として，信号の完全再構成性を制約とし，スペク
トログラムの ℓ1 ノルムを最小化する手法がある [1]．
この手法では凸最適化問題

min
x∈CMN

∥x∥1 s.t. GH
γ⋆x = d (3)

を解くことでスパースな T-F表現を得るが，過剰な
局在化により元信号の構造がわかりにくくなるとい
う課題がある．

2.2 グループ構造を反映したスパース T-F解析
上記の課題に対する解決策の 1つとして，信号の構

造を考慮した上でスパース性を誘導する最適化手法が
ある．先行研究では，主変数に加えて信号の構造を反
映する補助変数を導入し，信号のグループ構造を失わ
ずにスパース性の誘導を可能にしている [5]．この手
法では，グループ構造を考慮するために perspective

関数を補助変数への全変動制約のもとで最小化する．
我々は以前，上記の先行研究に基づき，音響信号の

グループ構造を反映したスパース T-F解析手法を提
案した [6]．これは，スペクトログラム x ∈ CMN と
補助変数 σ ∈ RMN に対し，以下の凸最適化問題を
解くことで実現される．

min
(x,σ)∈CMN×RMN

φ(x,σ)+λ∥Dσ∥2,1 s.t. GH
γ⋆x = d

(4)

ここで，φは 2変数の組 (x,σ)に関する凸関数

φ(x,σ) =

MN∑
k=1

ϕ(xk, σk) (5)

である．ただし，ϕ は | · |2/2 + 1/2 の perspective
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関数 [4]であり，

ϕ(xk, σk) =


|xk|2
2σk

+ σk

2 (σk > 0)

0 (xk = 0 and σk = 0)

∞ (otherwise)

(6)

で定義される．また，Dは σをM ×N の配列とみ
たときに，各要素における勾配の近似を返す差分作用
素，∥ · ∥2,1 は ℓ2,1 ノルムを表す．式 (4)の凸最適化
問題を解くと，図–1右のように音響信号のグループ
構造を反映したスパースな T-F表現が得られる．

3 提案手法
信号のグループ構造のみならず，さまざまな構造を

T-F表現に反映させるために，[6]と同様の考えを利
用し，振幅を柔軟に調節できる T-F表現を凸最適化
により実現する手法を提案する [7]．まず，提案手法
において重要な役割を担う perspective関数の役割に
ついて述べる．次に，提案手法が振幅への凸ペナル
ティを実現することを示し，その凸最適化問題を解く
ためのアルゴリズムを導出する．

3.1 perspective関数の役割
式 (5), (6)で定義される perspective関数の和 φが

xに与える影響を考える．σ > 0のとき φは

φ(x,σ) =
1

2
(xHΣ−1x+ ∥σ∥1) (7)

と表すことができる．ただし，Σ = diag (σ)である．
第 2項から φはσのスパース性を誘導する．さらに，
第 1項は重み 1/σ を持つ xの重み付き ℓ2 ノルムの
2乗と解釈できるため，φを最小化すると xは σ の
構造を持つように誘導される．したがって，σに適切
な正則化を施すことで，スパース性の誘導に加えて x

に所望の構造を反映することができると考えられる．

3.2 振幅への凸ペナルティの実現
φが xに反映する構造は σで決まるため，σに所
望の構造を持たせることを考える．σに与える構造を
柔軟に変えられるように，σに施す正則化を一般化し
たペナルティ関数として Ψ ∈ Γ0(RMN )を導入する．
ただし，Γ0(X )は実ヒルベルト空間 X から R∪ {∞}
への下半連続な真凸関数全体の集合である．式 (4)の
目的関数の第 2項を Ψに置き換え，

min
(x,σ)∈CMN×RMN

φ(x,σ) + Ψ(σ) s.t. GH
γ⋆x = d

(8)

のように凸最適化問題を定式化する．Ψが σに特定
の構造を誘導すれば，φに含まれる重み付き ℓ2 ノル
ムを通して xにその構造が反映される．

図–1 従来手法により得られた音声信号の T-F表現．各列
は左から順にDGT，ℓ1最小化 (式 (3))，以前提案した手
法 (式 (4)，λ = 1) により得られたもので，下段は白枠
の拡大図である．色の範囲は 100 dBとした．

ここで，式 (8)の問題を解くことで，凸関数 Ψが
xの振幅 |x|に対して間接的にペナルティを課せるこ
とを以下に示す．
定理 1. 各xに対し，φ(x,σ)+Ψ(σ)の最小値を与え
る σを σ⋆

xとする．このときΨ = 0ならば σ⋆
x = |x|

を満たす．Ψ ̸= 0かつ σ⋆
x = |x|ならば σ⋆

x は Ψ(σ)

を最小化する．
証明. ある固定の xに対し，σ⋆

xは φ(x,σ) + Ψ(σ)

を最小化することから，以下の最適性条件を満たす．

0 ∈ |x|2

2
⊙

(
− 1

(σ⋆
x)

2

)
+

1

2
+ ∂Ψ(σ⋆

x) (9)

ただし，⊙は要素ごとの乗算，∂ΨはΨの劣微分を表
す．Ψ = 0ならば ∂Ψ(σ⋆

x) = {0}より，式 (9)が成
立するためには

|x|2

2
⊙

(
− 1

(σ⋆
x)

2

)
+

1

2
= 0 (10)

となればよい．したがって σ⋆
x = |x| が成立する．

一方，Ψ ̸= 0 ならば式 (9) に σ⋆
x = |x| を代入して

0 ∈ ∂Ψ(|x|)を得る．したがって σ⋆
x = |x|は Ψ(σ)

を最小化する． ■
定理 1より Ψは |x|への間接的な凸ペナルティと

みなすことができる．よって，凸性を保持したままΨ

の誘導する構造を振幅に反映することが可能となる．

3.3 凸最適化アルゴリズムの導出
式 (8)の具体的な形式として以下の式を考える．

min
(x,σ)∈CMN×RMN

φ(x,σ) + λψ(Bσ) + ιC(x) (11)

ただし，B ∈ CJ×MN , ψ ∈ Γ0(RJ), λ > 0 であり，
C = {x ∈ CMN | GH

γ⋆x = d}は信号の完全再構成条
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件を満たすスペクトログラム全体の集合，ιC(x)は以
下で定義される C の指示関数である．

ιC(x) =

{
0 (x ∈ C)

∞ (x /∈ C)
(12)

まず，ペナルティ関数 ψ ◦Bの例をいくつか挙げる．
例 1. 式 (11)における ψ ◦B の誘導する構造
(i) スパース性

ψ = ∥ · ∥1,B = I とすると，ψ ◦Bは振幅 |x|を
スパースに誘導する．なお，式 (7)より φには
∥σ∥1が含まれるため，ψ = 0としてもスパース
性を誘導する．

(ii) 低ランク性
ψ = ∥ · ∥∗,B = I とすると，ψ ◦Bは |x|を低ラ
ンクに誘導する．ただし，∥ · ∥∗は核ノルムであ
り，σ ∈ RMN をM ×N の行列に変形してから
適用する．

(iii) 全変動
ψ = ∥ · ∥2,1,B = Dとすると，ψ ◦Bは |x|の滑
らかさを誘導する．ただし，D はM × N 個の
各要素における勾配の近似を返す差分作用素で
ある．このとき，式 (8)は式 (4)に一致する．

(iv) 調波強調
ψ = ∥ · ∥2,1,B = CDとすると，ψ ◦Bは |x|の
調波構造を強調する．ただし，C は周波数方向
の離散コサイン変換 (DCT)を表す．DCT係数
がスパースになると |x|の周期的な成分，すなわ
ち調波成分が強調される．

次に，式 (11)の問題を解くためのアルゴリズムを
導出する．L = [[I O]T, [O B]T], y = [xT,σT]T,

f(y) = φ(x,σ), g(Ly) = ιC(x) + λψ(Bσ)と定義す
ると，式 (11)は miny f(y) + g(Ly) と変形できる．
これをChambolle–Pockの主双対分離法 [8]により解
くと Algorithm 1が得られる．ただし，Algorithm 1

中の近接作用素 proxτφ と PC はそれぞれ以下のよう
に求められる．
式 (5)より φは要素ごとの計算であるため，τφの
近接作用素は要素ごとに計算でき，

proxτφ(x,σ) = (proxτϕ(xk, σk))
MN
k=1 . (13)

とかける．各要素の近接作用素 proxτϕ は

proxτϕ(xk, σk) =
(0, 0) (2τσk + |xk|2 ≤ τ2)(

0, σk − τ
2

)
(xk= 0 and 2σk> τ)(

xk − τs xk

|xk| , σk + τ s2−1
2

)
(otherwise)

(14)

Algorithm 1 提案手法のアルゴリズム
Input: τ > 0, µ > 0, ρ[i] ∈ (0, 2) (i = 0, 1, 2, . . . ),

x[0] ∈ CMN ,σ[0] ∈ RMN ,u[0] ∈ CMN ,v[0] ∈ RJ
for i = 0, 1, 2, . . . do

(x[i+ 1
2
],σ[i+ 1

2
]) = proxτφ(x

[i] − τu[i],σ[i] − τBHv[i])

ũ[i+ 1
2
] = u[i] + µ(2x[i+ 1

2
] − x[i])

u[i+ 1
2
] = ũ[i+ 1

2
] − µPC(ũ

[i+ 1
2
]/µ)

ṽ[i+ 1
2
] = v[i] + µB(2σ[i+ 1

2
] − σ[i])

v[i+ 1
2
] = ṽ[i+ 1

2
] − µ prox(λ/µ)ψ(ṽ

[i+ 1
2
]/µ)

x[i+1] = x[i] + ρ[i](x[i+ 1
2
] − x[i])

σ[i+1] = σ[i] + ρ[i](σ[i+ 1
2
] − σ[i])

u[i+1] = u[i] + ρ[i](u[i+ 1
2
] − u[i])

v[i+1] = v[i] + ρ[i](v[i+ 1
2
] − v[i])

end for

で求められる [4]．ただし，s > 0は 3次方程式

s3 +

(
2

τ
σk + 1

)
s− 2

τ
|xk| = 0 (15)

の唯一の正の根であり，p = 2
τ σk + 1, q = − 2

τ |xk|,
r = −p3

27 − q2

4 とするとカルダノの公式から

s =


3

√
− q

2 +
√
−r + 3

√
− q

2 −
√
−r (r < 0)

2 3
√
− q

2 (r = 0)

2
3

√√
q2

4 + r cos
(

arctan (−2
√
r/q)

3

)
(r > 0)

(16)

で得られる [5]．また，C = {x ∈ CMN | GH
γ⋆x = d}

への射影 PC は，DGTのフレーム作用素の性質より
PC(x) = x−Gγ⋆(GH

γ⋆Gγ⋆)−1(GH
γ⋆x− d)

= x−Gw(G
H
γ⋆x− d) (17)

のように求められる．なお，(λ/µ)ψの近接作用素は
ペナルティ関数 ψに依存する．
Algorithm 1 により求まる点列 (x[i],σ[i])i∈N は，

τµ∥L∥2op ≤ 1かつ∑
i∈N ρ

[i](2 − ρ[i]) = ∞を満たす
とき，式 (11)で与えられる問題の大域的最適解に収
束する [8]．ただし，∥L∥op = maxx ̸=0[∥Lx∥2/∥x∥2]
はLの作用素ノルムで，Lの最大特異値に一致する．

3.4 提案手法の性質に関する補足
式 (11)中の正則化パラメータ λは，σへの正則化

の強さを変える役割を担っている．しかし，λを大き
くしても，σに対して ψ ◦Bで決まる構造を必ずしも
強く誘導するとは限らない．これは，ψ ◦Bの誘導す
る構造が，式 (11)に含まれる等式制約を満たさない
可能性があることに起因する．例えば，例 1の (i)と
(ii)では λが大きいとき σ = 0が誘導されるが，等
式制約により xは 0になりえない．この場合，σは
むしろ定数に近づくため，φに含まれる重み付きノル
ムを通しても xには構造が反映されず，ψ ◦B の誘
導する構造は失われる可能性がある．
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図–2 提案手法により得られた音声信号の T-F表現 |x⋆| (左)とそれに対応する補助変数 σ (右)．各行は上から順に
ψ(B(·)) = 2∥ · ∥1, ∥ · ∥∗, 1

4
∥D(·)∥2,1, 1

4
∥CD(·)∥2,1 に対応しており，係数は図の視認性のために調整した．また，

各列は左から順に λ = 0.1, 5, 40, 104 に対応する．色の範囲は 100 dBとした．

σ をある正の値 σ̃ > 0 に固定すると，式 (11) は
xのみに関する凸最適化問題

min
x∈CMN

xHΣ̃−1x+ ιC(x) (Σ̃ = diag(σ̃)) (18)

に帰着し，その解は x⋆
σ̃ = Σ̃Gγ⋆(GH

γ⋆Σ̃Gγ⋆)−1dと
なる．σが正の定数 c1 (c > 0)に固定されていれば，
x⋆
σ̃ は最小ノルム解Gwdになるため，λを過剰に大
きくするとGwdに近い解 x⋆が得られる．しかし，λ
と ψ ◦ B の選び方によらず φの第 2項 (∥σ∥1/2)が
スパース性を誘導するため，実際には x⋆ = Gwdは
成立しないことに注意する．

4 数値例
提案手法 (式 (11))においてペナルティ関数 ψ ◦B
を変えたときの，得られた音声信号 dの T-F表現を
比較した．窓関数 w として窓長が 29 のハン窓を用
い，シフト幅 a = 26，周波数ビン数M = 212とした．
Algorithm 1 の反復回数は 5000 回とし，τ = 1/2,

µ = 1/5, ρ[i] = 1.99, x[0] = Gwd, σ
[0] = |Gwd|,

u[0] = 0, v[0] = 0とした．ペナルティ関数 ψ ◦B に
ついては例 1に示した 4種類を用いた．
得られた T-F表現 |x|とそれに対応する σを図–2

に示す．λ = 0のとき，式 (7)より φに ∥σ∥1が含ま
れることから，提案手法は ℓ1 ノルム最小化 (式 (3))

と一致する．そのため，λが小さいときはペナルティ
関数によらずスパースなT-F表現が得られた．また，
λを大きくしていくと，ペナルティ関数 ψ ◦ B の誘
導する構造が振幅に反映されたT-F表現が得られた．
図–2を見ると，λ = 5, 40のときは σが |x|と類似し
ていることがわかる．これより，定理 1で示したよ

うに ψ ◦B は振幅への間接的なペナルティを課して
いるといえる．一方，λを過剰に大きくすると，等式
制約の影響で ψ ◦Bが |x|に与える効果は歪められ，
ペナルティ関数によらず同様のT-F表現が得られた．

5 むすび
本稿では，振幅を柔軟に調節できる T-F表現を凸

最適化により実現する手法を提案した．今後は提案
手法の性質のさらなる調査や実応用への適用に取り
組む．
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