
量子アフィン代数の極小アフィン化について

直井克之

概要

極小アフィン化は、Kirillov-Reshetikhin 加群や A 型の評価加群を含む量子アフィン

代数上の有限次元既約加群の特別な族であり、近年様々な研究がなされている（例えば

[Her07, Mou10, MY12b] など）。本稿ではまず極小アフィン化の定義について述べ、続いて

Chari 及び Pressley による分類結果を紹介する。その後、BC 型の極小アフィン化の次数付

き極限に関する [Nao12]の結果について紹介する。

研究集会において講演の機会を与えてくださったオーガナイザーの和田先生と宮地先生に、

この場を借りて御礼申し上げます。

1 極小アフィン化

1.1 動機付け

極小アフィン化を考える動機付けとして、まずリー代数の場合を考えよう。gを複素単純リー代数

とし、Lg = g⊗C[t, t−1]で gに付随するループ代数を表す。Lgは [x⊗f, y⊗g] = [x, y]⊗fgにより

定義されるリー代数である。任意の a ∈ C×に対し、評価写像 eva : Lg → gが eva(x⊗f) = f(a)x

により定義される。このことから、任意の既約 g加群 V に対し、引き戻し ev∗
a(V )を考えること

で V は既約 Lg加群に持ち上がることがわかる。（これを V に付随する Lgの評価加群と呼ぶ。）

Uq(g) を g に付随する量子展開環、Uq(Lg) を量子ループ代数とする。この場合には、評価写

像に対応する射は (A型以外）存在しない。そのため既約 Uq(g)加群 V が与えられた時、それを

Uq(Lg) 加群に持ち上げることは必ずしもできないのである。それでは、この場合に評価加群に

対応する既約 Uq(Lg) 加群は何であろうか？この問いに対する一つの答えが、次節で定義される

極小アフィン化である。もう少し詳しく言うと、V に “なるべく小さい” Uq(g) 加群を直和して、

Uq(Lg)加群に持ち上げたものを極小アフィン化というのである。

1.2 極小アフィン化の定義

C = (cij)1≤i,j≤n を単純リー代数 gのカルタン行列（添字付けは [Kac90, Section 4.8]に従う）

とし、d1, . . . , dn を dicij = djcji を満たす互いに素な正整数の列とする。また I = {1, . . . , n}と
おく。量子アフィン代数 Uq(Lg)はループ代数 Lgの普遍包絡環の量子変形であり、生成元

x±
i,r (i ∈ I, r ∈ Z), k±1

i (i ∈ I), hi,m (i ∈ I,m ∈ Z \ {0})
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といくつかの関係式（cf. [CP94]等）により定義される C(q)代数である。また Uq(Lg)は（次数

作用素なしの）量子アフィン代数 U ′
q(ĝ)を、適当な中心元が生成する両側イデアルで割った商代数

としても定義できる。Uq(g)で {x±
i,0, k

±1
i | i ∈ I}が生成する部分代数を表す。これは gに付随す

る量子展開環と同型である。

まず準備として Uq(g) の有限次元加群について復習しておく。P を g のウェイト格子とし、

P+ ⊆ P を支配的整ウェイトの集合とする。Uq(g)加群 V が

V =
⊕
λ∈P

Vλ, Vλ = {v ∈ V | kiv = q
〈λ,α∨

i 〉
i v for i ∈ I}

（α∨
i は単純余ルート、qi = qdi）を満たすとき、V は 1型であるという。

定理 1.1 ([CP94]). (i) 任意の λ ∈ P+ に対し、最高ウェイトが λであるような 1型有限次元既約

Uq(g)加群 Vq(λ)が同型を除いてただ一つ存在する。（Uq(g)加群の最高ウェイトは g加群と同様

に定義される。）

(ii) Uq(g)の 1型有限次元加群の圏は半単純であり、任意の単純対象はある Vq(λ)に同型である。

(iii) Vq(λ)の指標を chVq(λ) :=
∑

µ(dimVq(λ)µ)eµ と定義するとき、chVq(λ)は gの最高ウェイ

ト λの既約加群 V (λ)の指標と一致する。

以下、本稿で登場する Uq(g)加群は全て 1型であると仮定する。極小アフィン化の定義を述べる

前に、まずアフィン化の定義について述べよう。

定義 1.2 ([Cha95]). (i) 有限次元既約 Uq(Lg)加群 Lが Uq(g)加群として

L ∼= Vq(λ) ⊕
⊕
µ<λ

Vq(µ)⊕mµ(L) (mµ(L) ∈ Z≥0)

と既約分解するとき、Lは Vq(λ)のアフィン化であるという。

(ii) Vq(λ)のアフィン化 LとM が Uq(g)加群として同型であるとき、LとM は同値であるとい

う。また Lの同値類を [L]で表す。

Vq(λ) のアフィン化の同値類の集合を Dλ で表すと、任意の λ ∈ P+ に対し Dλ は空でない有

限集合となる。[L1], [L2] ∈ Dλ に対し mµ(Li) (i = 1, 2, µ ∈ P+) を上のように定義し、任意の

µ ∈ P+ に対し

(i) mµ(L1) ≤ mµ(L2),

(ii) ある ν > µが存在してmν(L1) < mν(L2)が成り立つ、

のいずれかが成り立つとき [L1] ≤ [L2]と定めると、Dλ 上に半順序が定義される。

定義 1.3 ([Cha95]). 同値類 [L]がDλ の（上で述べた半順序に関する）極小元であるような有限

次元既約 Uq(Lg)加群 Lを、既約 Uq(g)加群 Vq(λ)の極小アフィン化と呼ぶ。

極小アフィン化の例として、以下が挙げられる。
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例 1.4. gが A型であると仮定する。この時リー代数の場合と同様に、任意の a ∈ C(q)× に対し評

価写像と呼ばれる代数準同型 eva : Uq(Lg) → Uq(g) が存在する [Jim86, Section 2]。よって引き

戻し ev∗
a

(
Vq(λ)

)
は既約 Uq(Lg)加群となり、これが Vq(λ)の（同値を除いて唯一の）極小アフィ

ン化となる。ev∗
a

(
Vq(λ)

)
は Uq(Lg)の評価加群と呼ばれる。

例 1.5. gを任意の型とする。m ∈ Z≥0 と i ∈ I に対し λ = m$i（$i は基本ウェイト）とおくと、

Vq(λ)は同値を除いて唯一の極小アフィン化をもつ（cf. 定理 1.7, 1.8）。この極小アフィン化のこ

とを Kirillov-Reshetikhin 加群と呼ぶ。Kirillov-Reshetikhin 加群は「T 系を満たす」、「フェ

ルミ型分解公式を満たす」、等の様々な良い性質を持つことが知られている（cf. [Nak03, Her06]）。

一般の極小アフィン化に対してこれらの結果の拡張を得ることは、興味深い問題であると思われ

る（実際 [MY12a]では、AB 型の場合に極小アフィン化を含むある加群のクラスが “拡大 T 系”を

満たすことを示している）。ただし結晶基底を持つ極小アフィン化は Kirillov-Reshetikhin加群だ

けであろうと予想されており、結晶基底の存在に関する拡張はほとんど望めないことを追記して

おく。

1.3 極小アフィン化の分類

本節では Chari と Pressley によりなされた、極小アフィン化の分類結果について紹介する。

そのためにまず、Drinfeld 多項式を用いた有限次元既約 Uq(Lg) 加群の分類について復習する。

Uq(Ln±)（resp. Uq(Lh)）で {x±
i,r | i ∈ I, r ∈ Z}（resp.

{
k±1

i , hi,m | i ∈ I,m ∈ Z \ {0}
}
）により

生成される Uq(Lg)の部分代数を表す。この時三角分解 Uq(Lg) ∼= Uq(Ln−)⊗Uq(Lh)⊗Uq(Ln+)

が成り立つ。また Uq(Lh) = C[k±
i , hi,m] は可換部分代数となる。よって任意の C(q) 代数の射

Ψ: Uq(Lh) → C(q)に対し、Uq(Lg)加群M(Ψ)を生成元 vΨ と関係式

x+
i,rvΨ = 0, HvΨ = Ψ(H)vΨ

(
H ∈ Uq(Lh)

)
により定義でき、M(Ψ)は唯一つの既約商を持つ。

C(q)を係数とする多項式の列 π = (π1(u), . . . , πn(u))でそれぞれの定数項が 1であるものに対

し、Ψπ を以下のように定義する（この対応は少々複雑なので、とりあえず π に対応してなにか

Ψπ が定まると思えばよい）。まず φ±
i,±r ∈ Uq(Lh) (i ∈ I, r ∈ Z≥0)を

∞∑
r=0

φ±
i,±ru

±r = k±1
i exp

(
±(qi − q−1

i )
∞∑

r′=1

hi,±r′u±r′

)

により定義し、Ψπ を

∞∑
r=0

Ψπ(φ+
i,r)u

r = q
deg πi(u)
i

πi(q−1
i u)

πi(qiu)
=

∞∑
r=0

Ψπ(φ−
i,−r)u

−r

により定める。M(Ψπ)の既約商を Lq(π)とする。
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定理 1.6 ([CP95b]). 任意の π に対し Lq(π)は有限次元である。また任意の（1型）有限次元既

約 Uq(Lg)加群はある Lq(π)に同型である。π を Lq(π)のDrinfeld多項式と呼ぶ。

Drinfeld多項式 π に対し wt(π) ∈ P+ を wt(π) =
∑

i∈I $i deg πi(u) により定義する。Lq(π)

が Vq(λ)のアフィン化となるための必要十分条件は wt(π) = λとなることである。

極小アフィン化の分類について述べよう。まず gが DE 型でない場合について述べる。

定理 1.7 ([Cha95, CP95a]). gが DE 型でないとき、任意の λ =
∑

i∈I λi$i に対し Vq(λ)の極

小アフィン化が同値を除いてただ一つ存在する。また Lq(π)が Vq(λ)の極小アフィン化であるた

めの必要十分条件は、任意の i ∈ I に対し

πi(u) = (1 − aiq
λi−1
i u)(1 − aiq

λi−3
i u) · · · (1 − aiq

−λi+3
i u)(1 − aiq

−λi+1
i u)

となるような ai ∈ C(q)× が存在し、列 (ai)i∈I が

(I) 任意の 1 ≤ i < j ≤ nに対し ai/aj =
∏

i≤k<j ck(λ),

(II) 任意の 1 ≤ i < j ≤ nに対し ai/aj =
∏

i≤k<j ck(λ)−1,

のいずれかを満たすことである。ただし ck(λ) = qdkλk+dk+1λk+1+dk−ck,k+1−1 とおいた。

g が DE 型の場合にも、大部分の λ に対して分類が得られている。それを紹介するためにい

くつか記号を準備する。以下 I の元と g の Dynkin 図形の頂点を同一視する。3 頂点と連結な唯

一つの頂点を i0、I \ {i0} の 3 つの連結成分に対応する部分集合をそれぞれ J1, J2, J3 で表し、

Jk = I \ Jk とおく。また λ =
∑

i∈I λi$i に対し、supp(λ) = {i ∈ I | λi 6= 0} とする。部分集合
J ⊆ I に対し gJ で Dynkin図形が J となるような単純リー代数、Drinfeld多項式 π に対し πJ で

多項式の #J 個の列
(
πi(u)

)
i∈J
を表し、λJ =

∑
i∈J λi$i とおく。V J

q (λJ)と LJ
q (πJ)で、それ

ぞれ Uq(gJ)と Uq(LgJ)の対応する既約加群を表す。

定理 1.8 ([CP96a]).

(i) ある k ∈ {1, 2, 3}が存在して supp(λ) ∩ Jk = ∅となると仮定する。このとき Vq(λ)の極小ア

フィン化が同値を除いてただ一つ存在する。また Lq(π)が Vq(λ)の極小アフィン化であるための

必要十分条件は、wt(π) = λであり Lq(πJk)が Vq(λJk)の極小アフィン化となることである。

(ii) 任意の k ∈ {1, 2, 3} に対し supp(λ) ∩ Jk 6= ∅ であり、かつ λi0 6= 0 であると仮定する。こ

のとき Vq(λ) の極小アフィン化の同値類はちょうど 3 つ存在する。また Lq(π) が Vq(λ) の極

小アフィン化であるための必要十分条件は、wt(π) = λ であり、ある ` ∈ {1, 2, 3} が存在して
k ∈ {1, 2, 3} \ {`}に対し Lq(πJk)が Vq(λJk)の極小アフィン化となることである。

λが (i)、(ii)のどちらも満たさない場合（i.e., 任意の k に対し supp(λ) ∩ Jk 6= ∅かつ λi0 = 0

の場合）には、λの選び方によって極小アフィン化の同値類の数はいくらでも大きくなり得ること

が知られている。この場合は D4 型のみ完全な分類が得られている [CP96b]。
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2 次数付き極限を用いた極小アフィン化の Uq(g)加群構造の決定

前章では極小アフィン化の分類について述べたが、それぞれの極小アフィン化の構造に関する情

報は、この結果からはほとんど得られない。Uq(Lg)加群に対して、その指標および Uq(g)に制限

したときの分規則を求めることは基本的な問題である。本章では BC 型の極小アフィン化に対し、

次数付き極限を用いてこの問題にある種の解答を与えた [Nao12]の結果について紹介する。

2.1 次数付き極限

まず次数付き極限の定義を述べる。本節の内容の多くは一般の型で成り立つが、簡単のために g

が BC 型であると仮定する。

A = C[q, q−1] ⊆ C(q)、 [k]q =
qk − q−k

q − q−1
、 [k]q! = [k]q[k − 1]q · · · [1]q

とし、UA(Lg) を k±1
i (i ∈ I)、

(
x±

i,r

)(k) :=
(
x±

i,r

)k
/[k]qi ! (i ∈ I, r ∈ Z, k ∈ Z>0) で生成される

Uq(Lg)のA部分代数とする。

λ ∈ P+ に対し Drinfeld多項式 π を、Lq(π)が Vq(λ)の極小アフィン化であり、πi(u) ∈ A[u]

かつ最高次の項の係数が C×qZ
i に含まれるようにとり（定理 1.7 により任意の λ に対しこのよう

な π が存在する）、LA(π) := UA(Lg)vΨπ ⊆ Lq(π) とおく。このとき Lq(π) := C ⊗A LA(π)

は Lg 加群となる（ただし C は q = 1 として A 加群とみなしている）。Lq(π) を Lq(π) の古典

極限と呼ぶ。π に q = 1 を代入して得られる複素係数多項式の列を π =
(
πi(u)

)
i∈I
で表すと、

定理 1.7 よりある a ∈ C× により πi(u) = (1 − au)〈λ,αi〉 と表せる。この a に対しカレント代

数 g[t] := g ⊗ C[t] の自己同型 τa を τa

(
x ⊗ f(t)

)
= x ⊗ f(t + a) で定義し、g[t] 加群 L(π) を

L(π) := τ∗
aLq(π)により定義する。この L(π)を Lq(π)の次数付き極限と呼ぶ。

L(π)は次節の結果から分かるように g[t]上の Z次数付き加群となる。また定義から chLq(π) =

chL(π)が成り立ち、また任意の µ ∈ P+ に対し [Lq(π) : Vq(µ)] = [L(π) : V (µ)]を満たす。よっ

て Lq(π)の Uq(g)加群としての構造を知るためには、L(π)の g加群としての構造を調べれば十分

である。

2.2 BC 型の極小アフィン化の次数付き極限に関する結果

本節では g は BC 型であると仮定する。ĝ を g に付随する nontwisted アフィンリー代数、b̂

を ĝ のボレル部分代数とし、ĝ の支配的整ウェイト Λ ∈ P̂+ に対し V̂ (Λ) で最高ウェイト Λ

の既約 ĝ 加群を表す。ĝ のウェイトの列 ξ1, . . . , ξp ∈ P̂ が与えられたとき、各 k に対し Λk を

P̂+ ∩ Ŵ ξk の唯一の元（Ŵ は ĝのワイル群）とし、D(ξ1, . . . , ξp)を V (Λ1)⊗ · · · ⊗ V (Λp)の 1次

元部分空間 V (Λ1)ξ1 ⊗ · · · ⊗ V (Λp)ξp から生成される b̂-部分加群として定義する。任意の k に対

し ξk ∈ −P+ + Z≥0Λ0 + Cδ （Λ0 は基本ウェイト、δ は零ルート）となるとき、D(ξ1, . . . , ξp)は
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g[t]加群となる。

定理 2.1 ([Nao12, Theorem 4.5]). λ =
∑

i∈I λi$i とし、Lq(π)が Vq(λ)の極小アフィン化であ

ると仮定する。このとき次数付き極限 L(π)は D(w◦ξ1, . . . , w◦ξn)と同型となる。ここで w◦ は g

のワイル群の最長元であり、ξ1, . . . , ξp は以下のようにして与えられる。

◦ g = Bn のとき、

ξi =

{
λi($i + Λ0) (1 ≤ i ≤ n − 1),
λn$n + dλn/2eΛ0 (i = n).

◦ g = Cn のとき、J = {1 ≤ i ≤ n− 1 | λi 6= 0}、Ĵ = {0} t J とし、i ∈ I に対し i[ ∈ {0} t I を

i[ =

{
max{j ∈ Ĵ | j < i} (i ∈ J),
i (i /∈ J)

と定義する。i ∈ Ĵ に対し pi ∈ {0, 1}を

i = max{j ∈ Ĵ} ⇒ pi = 0, pi[ ≡ λi + pi mod 2 (i ∈ J)

により定め、また i ∈ I \ J に対し pi = 0とおく。このとき ξ1, . . . , ξn を

ξi = pi[$i[ + (λi − pi)$i +
di

2
(
λi − pi + pi[

)
Λ0.

と定める（ただし $0 = 0とする）。

この定理の系として、極小アフィン化の指標公式が得られる。この結果を紹介するためにいくつ

か記号の準備をする。ĝ加群 V の部分 b̂加群 D と i ∈ {0} t I に対し FiD := U(Cfi ⊕ b̂)D ⊆ V

とおき、w ∈ Ŵ の最短表示が w = si1 · · · sik
であるとき FwD := Fi1 · · ·Fik

D とする。また

Dynkin 図形の自己同型のなす群を Σ で表し、τ ∈ Σ と最高ウェイト既約 ĝ 加群のテンソル積

V̂ (Λ1) ⊗ · · · ⊗ V̂ (Λp) の部分加群 D に対し、FτD で標準的に定義される全単射 V̂ (Λ1) ⊗ · · · ⊗
V̂ (Λp) ∼→ V̂ (τΛ1) ⊗ · · · ⊗ V̂ (τΛp) による D の像を表す。すると定理 2.1 で与えられた加群

D(w◦ξ1, . . . , w◦ξn)は、上で述べた記号を用いて

Fw◦w1

(
D(Λ1) ⊗ Fw2

(
D(Λ2) ⊗ · · · ⊗ Fwn−1

(
D(Λn−1) ⊗ FwnD(Λn)

)
· · ·

))
(2.1)

と表すことができる。ここで wi ∈ Ŵ o Σは g = Bn (resp. g = Cn)のとき

wi = si−1si−2 · · · s1τ01 (resp. wi = si−1si−2 · · · s1s0)

（τ01 ∈ Σ は頂点 0 と 1 を入れ替える Dynkin 図形の自己同型）、Λi ∈ P̂+ は Λi =

w−1
i w−1

i−1 · · ·w
−1
1 ξi と定義する。

i ∈ I に対し C[P̂ ]上の作用素 Di を

Di(f) =
f − e−αisi(f)

1 − e−αi
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により定義し、 Ŵ 3 w = si1 . . . sik
が最短表示であるとき Dw = Di1 · · ·Dik

とおく。Dw は

Demazure作用素と呼ばれる。また τ ∈ Σに対し、Dwτ := Dw ◦ τ とする。このとき加群 (2.1)

の（ĝのカルタン部分代数 ĥに関する）指標は [LLM02, Theorem 5]により

Dw◦w1

(
eΛ1

· Dw2

(
eΛ2

· · · Dwn−1

(
eΛn−1

· Dwn
(eΛn

)
)
· · ·

))
と表すことができる。chLq(π) = ch L(π)であるから、以下が得られる。

系 2.2 ([Nao12, Corollary 4.10]).

chLq(π) = Dw◦w1

(
eΛ1

· Dw2

(
eΛ2

· · · Dwn−1

(
eΛn−1

· Dwn
(eΛn

)
)
· · ·

))∣∣∣
eΛ0=eδ=1

.

ただし δ は零ルートを表す。

また加群 (2.1) に対応する結晶基底の部分集合を用いることで、次数付き極限 L(π) の g 加群

としての重複度を組合せ論的に与えることもできる。これはすなわち、極小アフィン化 Lq(π)の

Uq(g)加群としての重複度を与えることに他ならない。（詳しくは [Nao12, Corollary 4.11]を参照

頂きたい。）

[Nao12]では、極小アフィン化の次数付き極限の定義関係式も決定した。その結果について述べ

て、本稿を終えたいと思う。∆+ を gの正ルートの集合とし、その部分集合 ∆1
+ を

∆1
+ = {α =

∑
i∈I

niαi ∈ ∆+ |全ての iに対し ni ≤ 1}

と定義する。

定理 2.3 ([Nao12, Theorem 4.6]). λ =
∑

i∈I λi$i とし、Lq(π)が Vq(λ)の極小アフィン化であ

ると仮定する。このとき次数付き極限 L(π)は、v から以下の関係式によって生成される g[t]加群

と同型である。

n+[t]v = 0, (h ⊗ ts)v = δs0〈h, λ〉v (h ∈ h, s ≥ 0), fλi+1
i v = 0 (i ∈ I),

t2n−[t]v = 0, (fα ⊗ t)v = 0 (α ∈ ∆1
+).
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